Numerik fiir Informatiker

geTEXt von Andreas Siemer
3. August 2000

Zusammenfassung

Mitschrieb zur Vorlesung Numerische Mathematik fir die Fachrichtungen
Informatik und Ingenieurwesen, gehalten von Prof. Dr. A. Rieder an der
Universitdt Karlsruhe (SS 2000).

Bem.: Die Numerierung der Sétze und Gleichungen entspricht nicht unbe-
dingt der Vorlesung, da hier oft Verdoppelungen, Auslassungen oder auch
verschiedene Bezeichnungen auftraten.
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1 Normen

Vektornormen

Eine Vektornorm ist eine Funktion || - || : C* — [0, co[ mit
1. |z]l=0&z=0
2. a2l = fa] - ]| Ya € C

3. Ml +yll < l=ll + [yl

Beispiel:
i 1
p-Normen: ||z||, := (Z |z;|P)7,1 <p< oo
i=1
Euklidische Norm: || - ||2
Maximumsnorm: || - ||eo, ||Z]|lco = 1r£ia§xn |
Satz 1.1. Zu jedem Paar || - ||, ||| - ||| von Normen ezxistieren Konstanten 0 <

m < M < o0, so daf§
m - [lzf] < ][] < M -l

( “Vektornormen sind dquivalent”)
Beispiel:
11
lzlly < llll, <nF ||zl p < q

Matrixnormen

Eine Matriznorm ist eine Abbildung
[ €™ = [0, 00]

mit den drei Eigenschaften einer Vektornorm, wenn sie zusétzlich submultipli-
kativ ist, d.h.

14- Bl <[[A]l-[|B]|lVA € C**", B € C™

Eine Matrixnorm heif}t vertriglich mit den Vektornormen || - ||c» und || - ||cm
falls gilt:
14~ zllce < AL ll2]lcm

Beispiel:  a) Zeilensummennorm:
m
1Al = max ) |aix|
¢ k=1

b) Spaltensummennorm:

n
1411 = max > Ja
i=1
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c¢) Frobeniusnorm:
n m

4] = (S Jasel)?

i=1 k=1

d) keine Matrixnorm:
141 = max ol

denn:
11 1 0 11 1 0
2=11(y o) (3 o) (p o) 10(y o)i=1
Vektornormen || - [|c», || - ||o= induzieren eine Matrixnorm auf C**™:
[Azllcn
Al| := max = Az
Al = g T = [l deo

Solche Matrixnormen heiflen zugeordnet oder induziert.

Beispiel: p-Norm:

|A]lp := max [[A -z,
llzll,=1
ep=1: A=(a1,...,am), a; €C"
m m
| Az[l, = || Z%’%’Hl < Z il - llaglly < max lagfls - [l
j=1 j=1 -
Die Ungleichung ist scharf. = || - ||y ist die Spaltensummennorm.

e p=00: || ||eo ist die Zeilensummennorm
o p=2: ||Au]3 = (4, Av) = (4* Az, 2)

1
Es gilt: [|A]l2 = Amax(A*A)2 (groBter Eigenwert).
|| - |2 heifit Spektralnorm mit den Eigenschaften:

= [1Allz = l1A*[l2
— 4% All> = [|AlI13
— @ All2 = [[All2 VQ unitér (Q*Q = T)

Konditionszahl k
Sei A eine quadratische Matrix, A € C**™ regulir, d.h. A1 existiert.
w(A) = ||A]| - ||A7"|| heiBt Konditionszahl von A beziiglich || - ||
Falls || - || induziert: 1= [[7]] = |4 A~ < [|A]| - [ A~1|| = x(4)
kp(A) = [|Allp - |A7 ]y, 1 < p < o0

Satz 1.2. Sei A € C"*™ regulir. Dann gilt:

win {141y
141,

1
tip(A)

S e singuldr} =

Beispiel:

2 1
4= (1 0.4999) , ka(A) & 31250
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2 Lineare Gleichungssysteme: direkte Loser

Gegeben:
A ={a;;} € R*™" regulir, b € R"
Gesucht: .
arE]R”:Am:b@Zaj,ixi:bj,jzl,...n (2.1)
i=1

2.1 Auflésung gestaffelter Systeme
Rz = z mit r; ; =0 fiir { > j (R ist obere A-Matrix)

T + rigr2 + o0+ Tia, = 21
rooxs + 0+ ToaT, = 22
nnTn = Zn

= det R=[]rii #0
i=1

< Tii ;é 0
Riickwirtssubstitution

Zn

Tp =
Tn,n

Tp—1 = (Zn=1 — Tn—1n%n)/Tn—1,n-1
T = (2 — Tii+1Tig1 — "0 — rmmn)/r”
Ty = (21 —T1282 — - = T1pTn)/T1

Aufwand: Berechnung von z; bendtigt (n —¢) Additionen und (n — 1) Multipli-
kationen sowie eine Division.

n
= Z(Q(n —1)+1) =n? Operationen
i=1

Das Aufl6sen eines unteren A-Systems Lz = z mit [; ; = 0, ¢ < j verlduft analog
und heift Vorwdrtssubstitution.

2.2 Gauflscher Algorithmus, LR-Zerlegung

Idee: Fiihre (2.1) iiber in A-System, das dieselbe Losung besitzt.
Zuliissige Umformungen von (A,b) € Rr*(n+1):
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e Vertauschen von Zeilen/Spalten (Umnumerierung der Unbekannten mer-
ken) in A

e Multiplikation einer Zeile mit Zahl # 0

e Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

ay1 @12 - QAin by
az,1 Q22 - QA2n by

C | =) =AM W)
an’l e PR an’n bn

1. Schritt

Produziere Nullen unterhalb von a1 ;. Es sei a1 # 0. Subtrahieredasl;; = Zii
fache der 1. Zeile von der j-ten Zeile. ’

afl) = ag}l) — lj71a17z
(2) _ (1) (1)
b =0 — ;10
1,] =2,...,n
A o) e [
e @) | 2
2,2 2,n 2 — (A(2),b(2))
0 o . a® |8
A® =10, A0 p2) = £, mit
1
—1271 0
L= =31
: 0 .
—lna 1

k-ter Schritt (2<k<n-—1)
(AR pR)y 5 (AGRHD) plEF1)y

o) e )| B

0 a) o o e ad) |
; E = (AR p(k)y (2.2)

o ol

ol alfh |
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Sela ;£0

]7 _a]k/akkyj:k+].,-..,n
ag'{gi—i_l) agkl) l],ail),k+1<l j<n

k+1) (k k
R S

ai’”,{ heifit Pivot-Element.

AG+D) = AR k) — ()

1
0 1 0
Li=|: —lppsr - =T—1l-el
_ln7k+1 0 1
mit
0, 0_1
' Ok—1
Iy = O e = | 1g
Ik k1 0
) k+1
ln,k—i—l On

Falls a,(:,)c #0firk=1,...,n—1, dann

R=AM™W = A=Y I ....L A
=A=L-Rmit L=L;*'---L ',

Behauptung:
L' =1+ el
Beweis:
Li(I+lkeh) =Tl eblye, =1 +/
~~

=0

= L=(I+he))[I +laey) (I +1ln_re), 1)
=T+hel+ 41, 1€,

1
Ly 1 0

ln,l ln,2 e ln,nfl 1
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Definition 2.1. Die Zerlegung einer Matrix A = LR in eine obere A-Matrix R
und eine untere A-Matrix L, die nur Einsen auf der Diagonalen hat, heifit Gauf-
sche Dreieckszerlegung oder LR-Zerlegung. (engl.: LU-Decomposition, lower-

upper)

Beispiel:
2 11
A=14 3 3
8 7 9
1 00 2 11 2 11
-2 1 0] (4 3 3]=(0 1 1]=4®
-4 0 1 8 7 9 0 3 5
—1, —AM
1 0 O 2 11 2 11
0 1 0)Jlo 1 1)=]011|=4A®=R
0 -3 1 0 35 0 0 2
1 00
L=L7'"'Ly'=(2 1 0
4 3 1
1 0 0 2 11
=>=A=12 1 0 0 1 1
4 3 1 0 0 2
Gauf3-Elimination zur Losung von (2.1)
a) A= LR (LR-Zerlegung)
b) Lz =b (Vorwértssubstitution)
¢) Rz = z (Riickwértssubstitution)
# Multiplikationen LR:
n—1
S [ = k) + (0 — B = Ln® - n)
k=1

# Multiplikationen fiir Gauf-Elimination:
%n?’ + n? — %n

Pivot-Strategie

51
A:(1 1>,0<6<<1
10 51
iL‘(&—l 1>’R_<0 1—5—1>
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Zahlendarstellung auf dem Rechner: 6! sei darstellbar.

R 1 0\ 5 (6 1
b= 1) 2= 0 )
=||LR — Allso = (|||, relativer Fehler 50%!

Grund: LR-Zerlegung ist instabil
Ausweg Spaltenpivotsuche: Vertausche die Zeilen von A:

0 1\ (6 1) (1 1
ra=(0 o) (1 1)=(5 1)
10\ (1 1
PA—LR—(& 1) (0 1—5)
L=1L
. [
R—<O
o
= |PA— LBl = 2P AL

LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche
Vertausche im k-ten Schritt (2.2) die k-te Zeile mit der Zeile j > k, fiir die gilt:

(k)| _ (k)
|a’j7k| = krg%xn |ai7k |

Satz 2.2. Der Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotsuche liefert fiir jede requlire
Matriz A eine Permutationsmatriz P sowie A-Matrizen L und R, so daf§ PA =
LR die LR-Zerlegung von PA ist.Die Elemente von L sind betragsmdifig < 1.

Beispiel:

2 1 1

4 3 3

8 7 9
/(8 T 9 8 7 9
(‘;%ff) 4 3 3BT -1 -2
\2 1 1) \ 1| -1 -k
b (8T 9\ (8 7T 9
ot (=11 _3 _s5|\EL)T7 _3 _>5
(&?%ﬂ_i_é_)?f_i

2 2 2 2 3 3
00 1\ /2 11 1 0 0\ /8 7 9

=1 00|43 3= 10)f0 -3 -2

01 0/\8 709 12 1)\0 o -2

2.3 Cholesky-Zerlegung

A € R™™ heift positiv definit (4 > 0), falls A = A? und (Az,z) > 0 Vz €
R*\{0}.
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Satz 2.3. A c R™*", A = A? ist positiv definit <

1,1t Ak

)

det | © .. ¢ | >0Vke{l,...,n}

Qg1 0 Gk

Satz 2.4. Sei A > 0. Dann existiert eine untere A-Matriz L mit positiven

Diagonalelementen, so dafl
A=LL

ist. Diese Faktorisierung heifst Cholesky-Zerlegung.

Beweis: Induktion iiber n:

n=1:
A=a1,1= 1,1 4/a1,1 \/
~—~
>0
n—1—n:

Ap_1 € R(n—l)x(n—l), Ap_1>0,ce ]Rn—l, ann € R

rtr+a® = Gn,n
0 < det A = (det L,,_;)*a?
———r
>0
=a’>0

2 _
= Q" =app—TT

= Q= 1/Qpn — rir
k
A=LL'S ajy = Zli7jlj,k7 i >k
i=1

Lose diese @ Gleichungen in der Reihenfolge (1,1), (2,1), ..., (n,1), (2,2),
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., (n,2), ..., (n,n), d.h. spaltenweise, dann erhalten wir:

k—1
1
Ik = (ark — E l,%7j)§ firk=1,...,n
Jj=1

k—1
li,k = (aLk — Z l@jlk’j)/lk’k fiiri =k + ]., R 1

Jj=1

3 Lineare Ausgleichsprobleme

Problem:
e MeBdatensatz (t;,b;) € RE x RF i =1,...,1
e Modell ¢(t,z) =b
o z € R": Modellparameter

Beispiel: Bestimmung eines Ohmschen Widerstandes
Ohmsches Gesetz:

b=z -t=p(t)
b Spannung, ¢ Stromstéirke, x Ohmscher Widerstand

<—— minimal

[ [ [ t
3 t

Die Messungen (t;,b;) sind mit Mefifehlern behaftet, d.h. sie liegen nicht auf
einer Geraden.

Die Steigung der Geraden, die den geringsten Abstand zu den Mefipunkten hat,
ist eine verniinftige Approximation an z.

p(t1, o) — b
F(z) := : ,EF:R* =R, m=1-k
Qo(tl,w) - bl
Finde z* € R":
|1F(z")|| = min{|| F(z)|||z € R*}, |- [| = [ - [|2

(Methode der kleinsten Fehlerquadrate; GauB-Ausgleich)



3 LINEARE AUSGLEICHSPROBLEME 11

v sei linear in . p(t,x) = z191(t) + - - + 2Yx(t), 1 Modellfunktion
= F(z) = Az — b mit einer Matrix A € R™*"
Lineares Ausgleichsproblem: A € R™*" b € R". Finde z* € R" :
42"~ blls = min |4z — bl (3.1)

m > n : iiberbestimmtes Problem

m < n: unterbestimmtes Problem

Satz 3.1. FEs sind dquivalent:
a) x* list (3.1)
b) AtAx* = Atb (Normalgleichung)
¢) Az* = Pab, Py : R™ — R™ Orthogonalprojektor auf Bild A
Beweis: a)=b) e f(z) = ||Az — b||3 ist differenzierbar
e z* minimiert f < Vf(z*) =0
o f=hog h(z)=zl3, g(z) = Az — b, Vf(z) = Vh(g(z)) - Dg(z)

Vh(z) = 22", Dg(z) = A
- Vf(z) = 2(A:U —b)tA
0= Vf(z") = 2(Aa” — b)'A

(Az* —b)t-A=0
& AtAr* = A'b /

b)=c)

At(Az* —b) =0
=Az* —be N(A") = (Bild A)*
=0= PA(A.Z‘* — b) = Ax™ — Pysb \/

c)=a) Seiy € R" beliebig, P4b —b € (Bild A)*

= || Ay — bl3 = [[Ay — Pab|l3 + [[Pab—b]l3 (Pythagoras)
= || Ay — Pabl3 + [|Az™ — bl[3
> || Az* —bll;
Lemma 3.2. Die Differenz x* — y* zweier Lisungen von (3.1) liegt im Null-
raum N (A) : A(z* — y*) = 0.
Das Ausgleichsproblem (3.1) hat genau dann eine eindeutige Ldsung, wenn

N(A) = {0}. Das kann im unterbestimmten Fall nur fiir n = Rang(A) ein-
treten.

Definition 3.3. Unter allen Losungen von (3.1) nennen wir diejenige mit mi-
nimaler Norm die Minimum-Norm-Lésung (MNL) 2zt von (3.1).
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Satz 3.4. Sei A € R™"*". Die MNL z% von (3.1) ist die eindeutige Lisung der
Normalgleichung im N (A)L. Ist Rang(A) = min{m,n}, dann:

+ [ (AtA)7' A%, m >n
TOT 1 AYAAHY "B, m<n

Bemerkung: Fiir die effiziente und stabile Berechnung von =™ gibt es _Algorith—
men, die nicht die Normalgleichung 16sen (QR-Algorithmus). Beim Ubergang
von A zu A*A quadriert sich die Kondition und die Injektivitit kann verloren
gehen:

1 1
A=1|6 0],0<déx1
0 90
e (14 4 1
AA_( 1 14+ 42

QR-Algorithmus

A =QR, Q unitir, (Q*Q =1)
|Az — bll> = [|QRz — b|»
= |Q(Rz — Q")
= ||Rz — Q7b||>

Beispiel: Welcher Punkt liegt drei Geraden im R? am niichsten?
Gi={z=(z1,m2) €R|b; =a;zy +22},i=1,2,3; b, a; €R

Gesucht: MNL zt von Azt = b mit

ai 1 b1
A= as 1 ,b = bg
as 1 b3

Rang(A) = 2 & a; # aj fiir ein Paar (7, 5)
l‘+ — (AtA)flAtb — 1 (3 C> (— E?Zl azbz>

3d—c2 \c d b1+b2+bg

mit d = a? + a3 + a2, c = —(a; + az + a3).
Was passiert, falls a; = a2 = a3 ist 7

4 LGS: Krylov-Raum-Verfahren

4.1 Verfahren der konjugierten Gradienten: cg-Verfahren
Generell:

Gegeben: A € R™*" positiv definit, b € R",
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Gesucht: t € R* : Az = b

(v,w)a = (Av,w);v,w € R® neues Skalarprodukt

v ist A — orthogonal zu w & (v,w)s =0
L
lv]| 4 := (v,v)3 induzierte Norm

Vi i= {2° + ulu € Up};2° € R",U,, C R" m-dimensionale Teilmenge
Definiere ™ € V,,, durch:
[|[z™ — z||4 = min{||jv — :U||A|v €V}
=24+ v=2"4u; ™ ue Uy,
Bestimme ¢™ € U, durch:
1€™ = (2 = 2°)||la = min{[ju — (z — 2°)||a|u € Un}

=" =P, (x—2°), P,: R" - U, A-Orthogonalprojektor

Sei {p',...,p™} A-Orthogonalbasis (OGB) von U,,.

- <pjam _ZL'0>A j

> =24+ =2+ P, (z—2°) =20 + —
¢ =) ; P
m—1 i .0
ZZIZO-F (p,.r> j+amm
(Api,pi) 0 T

r" = b— Az™ Residuum von z

= g™m wm—l + ampm
rm = ,r.mfl + amApm
-1

denn: r™ = A(z — z™) = A(x — =™
—_— —

—amp™).
m—1

”
Problem: Geeignete U,,, fiir die sich eine A-OGB leicht berechnen 1:8t.

Krylov-Raume
Uo = {0}, Up, = Upn(A,v) = spann{v, Av, A%v,..., A" v}, m=1,...,n
Lemma 4.1. Sei Uy, = Uy (A,7°) und r™ # 0. Dann gilt:
i 0 i#j ..
(T,T‘)—{ ||7“Z||g ’L:] 7’7.76{07"'7m}

0 .1 m
Upms1 = spannf{r,r,...,r"}

dimU,, = m
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Konstruktion einer A-OGB von U,,(4,7°)
Sei m >0, r™ # 0 und {p',...,p™} A-OGB von U,,.
L .
emma(4.1) {p',...,p™,r™} ist eine Basis in Uy, 11
= {p',...,p™, p™ 1} ist A-OGB in Upyq
m )
. (TmaAp]> j
mit p™tt =™ — —=p’
Jz:; (Ap7, p7)
r™ 13U, = (r™, Ap?)y = 0 fiir j <m
m A m
:>pm+1_rm_<r y, AP >pm (42)
(Ap™,p™)
—————
=:Bm
Lemma 4.2. Es gelten:
o I 8, = ™13
m — I m — —
1p™11% [lrm=t13
cg-Algorithmus
zur Losung von Az = b, Startwert x°:
pt =19 =b— Ax°
fuer m=1,...,n
{
falls r™ 1 =0:
STOP
a™ = Ap™, am = [P/ (@™, p™)
m = mm—l + ampm
rm = rmfl _ Oém(lm (43)
B = [Ir™ 113/ 1lFm I3
pm+1 =M 4 Bmpm (4_4)

}

Konvergenzanalyse

Un(A,7%) = R* = 2" = z (bei exakter Arithmetik)
cg-Verfahren: einerseits: iteratives Verfahren
andererseits: direktes Verfahren

Lemma 4.3. Es gibt ein Q,, € II%, (mit I}, = {qm|qm ist ein Polynom vom
Grad < m, ¢, (0) = 1}), so daf

e =2" -1 =Qun(A)e, e =" -2
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ist. Weiter gilt

le™lla = 1Qm(A)e’[a

= min{|gm (4)e°| a]gm € 117, }
sowie
le™]la < s |am (NI - 11€°]]4 Vam € TI3,
Hierbei ist 0(A) = {)\|)\ ist EW von A}.
Satz 4.4. A > 0 habe nur k < n verschiedene Eigenwerte. Dann gilt:
=z

Beweis: A, ..., seien die verschiedenen Eigenwerte in A.

k
ae(t) = [J = 8)/Xjs a(0) = 1= g, € 0}

Satz 4.5. Fiir A > 0 gilt:

el <2 (%) el

ko(A) = ||A|l2||AY2  Kondition, siehe Kapitel 1
= )‘max(A)/Amin (A)

Beispiel: A > 0 habe nur 2 verschiedene Eigenwerte A\; < As.
= HQ(A) = )\2/)\1 >1

Satz 4.5 suggeriert eine langsame Konvergenz. Aus Satz 4.4 wissen wir: 22 = x.

Vorkonditionierung

\ K;-l
Ko+l

Ko(A)
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Je kleiner o desto schneller konvergiert das cg-Verfahren.
Sei B € R**™ positiv definit.

Ar=bo AT =b,A=A-B,r =BT
cg-Algorithmus mit vorkonditioniertem B

TO =b-— Axoa pl = BTO, pL = <p1,7'1)
fuer m=1,...,n
{
falls r™ 1 =0:
STOP

a™ = Apma Ay = pm/(ama pm>

m—+1 1 m

T =z + app”, r"m =r""" —anpa

V" = B g = (0, ™)

perl — ™ + an+1pm

m

Satz 4.6. Die Matriz B erfiille
V(B v, v) < (Av,v) <T(B7'v,v) Vv € R®
mit 0 < v <T. Dann gilt fiir das mit B vorkonditionierte cg-Verfahren:

N
R+ 1

Ein guter Vorkonditionierer erfiillt

m
r
mm—musz( ) Al 2lla mit 5= &
Y

a) ka(B-A) = % K Kko(A)

b) By ist “einfach” (hat hochstens die gleiche Komplexitit wie Ay)

4.2 Das GMRES-Verfahren
Generalized Minimal RESidual

A € RY*™ reguldr , b € R”
Die k-te GMRES-Iterierte z* ist definiert durch

| AzF — b, = min{||4v — b||2|v eV}

rk

Vi = 2 + Up(A4,7°), Up(A,r°) Krylov-Raum, r° = Az® — b
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Satz 4.7. FEs gilt

[Ir* 11> = min{]|gx (A)r°[|2]ax € T;}
= (¥ (l2 < gk (A)ll2[Ir°]l2 Yar € II;

Insbesondere gilt der Satz 4.4 analog fir das GMRES-Verfahren.

Satz 4.8. Sei A= VDV~ eine regulire, diagonalisierbare Matriz:
(D = diag(A\1,...,A\n), X €C, V € C*™)

Dann gilt:
74112 < ma(V) - moax JaeOha)] - 1] Vg € 1T

Beweis:

e (Al = 1Vae(D) -Vl < IVIl2 - IVl - || diag(gr (M), - - -5 ar (An)) 2
= r2(V) - max |gr(A)] v/

(Bem.: A normal (AA" = A'A) = ko (V) = 1)

Satz 4.9. Falls ||I — Al < p < 1:
= [Ir*]l2 < p* 17012
Beweis:
a(t) = (1 -1)* e II
= [Irf]l2 < llae (Al - [I7°]]2
=1 = A2 Ir°]]2
<= A5 - (1712
<l v

Vorkonditionierung
Az =b~ MAx = Mb
Ein guter Vorkonditionierer erfiillt drei Bedingungen:

1) RQ(MA) < KJQ(A)
(=vorkonditionierte Residuen der GMRES-Iteration sind gute Fehlerin-
dikatoren)

i) ||[I — MA|s <1

iii) Mv “einfach”



4 LGS: KRYLOV-RAUM-VERFAHREN 18

Aspekte der Implementierung
Orthonormalisierung von Uy (A, r°) = spann{r?, Ar® A%p0 . . Ak-1p0}
L r0=b— Az% p' =r0/[|r%,
2. firi=1,...,k—1
. . i . . .
P = Ap = (Ap'pl)e P
i=1
Falls i+t # 0: pi+' = 51 /][5

Satz 4.10. {¢’}1<;<; sei nach obigem Verfahren konstruiert.
Falls ptt = 0 ist, dann ist

r=A""ecV; =2 + Ui(A,7°), dh. z' =z

Die Orthogonalisierung bricht nur ab, wenn x! bereits die Losung ist.

P =(p',...,p") e Rk
oF =20 + szk
(wobei zF € R* das lineare Ausgleichsproblem
||? — A(z® + szk),”2 = erellg}e |Ir® — AP 2¥ |5 (4.5)

~~
:’I"O—AP]CZ’“

16st.) (4.6)

Lemma 4.11. AP, = P Hy mit Hy, € RETDXE ynd

_ 0 Jj>i+2
(Hi)ji = { (Ap?, p) sonst
x ok ox %
x ok x %
=>H,=10 % % x obere Hessenberg-Matriz
0 0 *= =
0 0 0 =«
Sei e; = (1,0,...,0), dann gilt r° = ||r°||2 - Pre;
1
=:3 =:p

=k =b— Ak
=70 — A (2% — 29
—_———
:szk
= /Bpk+1el — APk+1Zk
———
=P 1 Hy
= Pk+1 (Bel — szk)
= [Ir*ll2 = [18er — Hiz"[l2
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Statt (4.5) miissen wir das einfachere Problem

||Ber — szk||2 = min ||Be; — Hiz||2
zERF
losen.

Algorithmus GMRES

ro=b— Az, B =12, p=B,p" =1°/B, k=0
. € > 0 Abbruchtoleranz

solange (p>e f und k < kmax) kmax max. Schrittzahl

{

k=k+1,p" = Ap*

fuer j=1,...,k

{
hjr = (", p?) | * stabilisiertes Gram-Schmidt-Verfahren x |
Pl = pEtl _ p

}

hiere = P l2, P = p e

Minimiere ||fe; — Hyz||2» ueber R*, um z

p=Ber — Hp2bll2 | p=1b— AzF|lx *]

k¥ zu erhalten

}

2 =20 + P 2"

Bemerkung: Die Krylov-Raum-Basis {p',...,p*} mufl wihrend der Iteration
gespeichert werden. Daher legt man eine Maximalschrittzahl kn.x fest. Hat

xkmax nicht die gewiinschte Genauigkeit, so starte GMRES erneut mit 20 =
k
pFmax

5 Nichtlineare Gl.-Systeme: Newton-Verfahren
Abstraktes Problem: F : D — R™, D C R" offen. Finde
z*eD: F(z*)=0 (5.1)

Sei #** € D eine Niherung an z* € D.
Ziel: Verbesserung von z2!t.

F(l‘alt) — F(l‘alt) _ F(l‘*) ~ FI(.’L‘alt)(.Talt _ .’L'*)
——
=0
mit F'(z) = {g } Jacobi-Matrix

N
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Bestimme z™" daher durch

F(malt) — Fl(malt)(malt _ mneu)

o pheu — malt _ F’(a’:alt)_lF(l‘alt)

Newton-Verfahren
Sei z° beliebig. Fiir k= 0,1,...:

gkl = gk g gk

F'(zF)sk = —F(2%) (5.2)
sk: k-ter Newton-Schritt (oder -korrektur)

Graphische Interpretation (n =1)

f(x)

*
\
k
S >
I I X
X1 X0
Beispiel:
f&)=t*-a,a>0
fE)=0&t"==+Va
k+1 _ zb —[(z%)? — d]
Fh) = 20F
=1 (g;k + i) Verfahren von Heron
2 ok

Falls 2° > 0 : limg_, o 2% = \/a. Sei a = 2:
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k z* |z* — /2]
0 2 0.58
1 1.5 0.086
2 1.4166 0.0025
3| 1.4142157 2.4-107
4 | 1.4142136 | exakt bis auf TR-Genauigkeit

Voraussetzungen an F'

a) Gleichung (5.1) hat eine Losung z* € D

b) F': D — R™™™ ist Holderlin-stetig der Ordnung « €]0,1] :

1F'(z) = F')ll < llz =yl

c) F'(x*) ist regulér
B(6) = {z € B[l — || < 6}
Satz 5.1. F erfiille die Voraussetungen. {z*} sei die Newtonfolge (5.2). Dann
gibt es ein 6 > 0, so daff limy_,oo 2% = x*, falls 2° € B(5). Auferdem ist z* die
einzige Nullstelle von F in B(5). Weiter gilt:

lz" T —z*|| < en - |28 — 2| k= 0,1,...

mit ey = 2y-||F'(z*) 7|/ (14 @) (a =1 : quadratische Konvergenz; 0 < o < 1:
superlineare Konvergenz).

Beweis: Wir zeigen nur die Fehlerabschétzung.

eb i=xk —2* ¥ € B(6)c D
ek+1 :ek _ Fl(xk)fl (F(mk) _ F(l‘*))
— ————

=f01 F'(x*+tek)ek dt

1
= =) [ (PR - Pt - )k dr
0

1
= [l <INF' @) 7]y ||€’“||”“-/0 (1 —1)*dt

Fiir § hinreichend klein gilt:
IF"(y) 7' < 2| F'(2*) 7" || Yy € B(9)

2’)/ o
k+1 1k —1 k14
= < —||F .

-~

=cN

Hieraus folgen induktiv die anderen Aussagen des Satzes. \/
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A€ RV regulir = F(z*)=0s AF(z*) =0
——
G(z*)
r—G'(z)'G(x) =z — F'(2)F(z)
= Die Newtonfolge {z*} éndert sich nicht, wenn F' mit einer reguliren Matrix
multipliziert wird. Das Newtonverfahren ist affin-invariant.
Die Konvergenz von {z*} hiingt von 2° ab. Wie kann man wéhrend der Iteration
feststellen, ob das Newtonverfahren konvergiert?
F(z*) =0 & ||F(z)|| » minimieren
Idee: Setze Iteration fort, solange
[P (2" )] < OlIF (")) (5-3)
fiir ein ¥ €]0, 1].
Der Monotonietest ist nicht affin-invariant. Ersetze (5.3) durch
IF" (@)~ F ()| <0l F'(a*) 7 F (o) | (5.4)
| —

—._gk

Stoppe das Newton-Verfahren, falls (5.4) verletzt ist, oder falls ||s*|| < tol ist.
~—~—
~lle® ||

Beispiel: Betrachte f(x) = arctanz, z* = 0. Newton-Folge mit 2° = 10:

y

L
2

............................ L
2

xt =138, 22 =2.9-10% 2° = -1.5-10%,. ..
Woran scheitert die Konvergenz?

st = —f(@")/f'(z"), la"| > 1

fia®) = 1+ @)™ <1, | (@) ~

[NY ]

= |s*] ist zu groB.
Beobachtung: s* zeigt von z* in Richtung von x*.
Idee: Dampfe das Newton-Verfahren:

=2k £ xsF 0< A <1
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Globales Newton-Verfahren

k=0,2"€eD
while (||[F(z")| > ¢||F(=°)|))
{

F'(z¥)s* = —F(z*), A\ =1
(x) y=a" + sk

it (|[F(y)] < (1— B8N - [[F@H)])
gH =y

else

{

verkleinere A (z.B.A =)\/2)
goto (%)

}
k=k+1

Fixpunktiteration
Newton-Verfahren:
o = @ (2F) mit ®(z) =z — F'(2) "' F(x)
F(z*)=0& ®(z*) = z*, " ist Fixpunkt von ®
Seinun ® : D — R", D C R"™ eine beliebige Abbildung. Fizpunktproblem: Finde
z*e€D: ®(z*)=2"

Fizpunktiteration:

" =o(zF), k=0,1,...;2°€ D (5.5)

Lemma 5.2. Sei ® stetig und {2*} aus (5.5) konvergiere gegen . Dann gilt
®(¢) =¢.

Beweis:
Steti_gkeit

o) v

€= lim "' = lim ®(2")
k—o00 k—o00

Wann konvergiert (5.5)?

Definition 5.3. g: D — R", D C R" heifit Kontraktion beziiglich || - || falls ein
0 < g < 1 existiert mit

llg(x) — gl < qllz — y|| Yo,y € D

q heillt Kontraktionszahl.
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Lemma 5.4. D konvez, offen; g : D — R" stetig, differenzierbar.
Ist ¢ = sup,¢cpllg'(z)|| < 1, dann ist g eine Kontraktion beziglich || - || mit
Kontraktionszahl q.

Beweis: Mittelwertsatz in Integralform.

Beispiel:
t
@(1‘1,1‘2): (e 2(z1+zg) % sin (1'1 +l‘2)>

1 1
_la—35(zitz2) 1 ,—5(z1t+22)
<I>’(a:1,a:2): (1 7€ 2 r 12e 2 2>
zcos(zy +x2) 3 cos(zy + x2)

1
|9’ (21, 22)||co = max {e_2(’”1+“), 2| cos(zy + a:2)|}

D={ze€ R? |:U1 + x2 > a > 0} konvex offen
= ®: D — R" ist Kontraktion beziiglich || - ||oo

Beispiel: ®(x) =z — F'(x)"'F(z), F stetig differenzierbar.

o 9

Sei z* eine Nullstelle von F.

(F'(@) )i Fy (o)

n

J

=& (") =T—-F'(z*)" - F'(z*) =0
= & ist Kontraktion in der Umgebung von z*.

Satz 5.5 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei D C R" abgeschlossen, ® : D —
D eine Kontraktion beziiglich || - || mit Kontraktionszahl q. Dann hat ® genau
einen Fizpunkt in z* € D.

Die Fizpunktiteration (5.5) konvergiert gegen z* fiir jedes z° € D. Es gelten
folgende Fehlerabschdtzungen:

°

k
lo* -2kl < T—lla" =

k _ CUk_1||

[l

* k q
— < —
o - ¥l < -2

Beweis: Annahme: Es gibt zwei Fixpunkte z*, T € D von ®.

le" — 2| = [|@(z") — 2@)[| < gllz” -7l > 1 < ¢ (

Rest siehe Literatur. 1/
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Beispiel: Finde z* € [Z,2X] : tana* = z*.

y
—tan X

x

®(z) = tanz, ®'(z) = 1+ tan’z > 1 = & ist keine Kontraktion.

Ausweg: Formuliere Problem mit ®~!.

r=tanzr & r =tan(z — 7) & x =7 + arctanz

Finde z* € [Z,2Z]: 7 + arctanz* = z*:

®(z) = 7+ arctanx
=0 = (14237t

= max [®'|<1
velZ, 2

=& ist Kontraktion
®(R) =[5, ]

=¢([3, 5] C [3. 7]

=Die Voraussetzungen von Satz 5.5 sind erfiillt:
¥ =7 =2 =4.4934

Satz 5.6 (lokaler Konvergenzsatz). ® : R” — R" stetig differenzierbar und
habe einen Fizpunkt z*, ||®'(z*)|| < 1.
Dann gibt es eine abgeschlossende Umgebung D, in der gilt:

a) @ ist eine Kontraktion
b) ®(D) C D
d.h. die Fizpunktiteration (5.5) konvergiert gegen x* fiir jedes x° € D.
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Bemerkung: Mit diesem Satz kann man die lokale Konvergenz des Newton-
Verfahrens zeigen.

Beweis:  a) x> ||®'(z)|| stetig
=>36>0: [|[®'(2)|<qg<1 VozeD={zeR|lz—=2"<d}

= & ist Kontraktion in D

b) Sei y € D. Zu zeigen: ®(y) € D.
12(y) — 2"l = [[®(y) — 2(=")| < qlly —2"[[ < q-6 <6

=>®y)eD

6 Interpolation und Approximation

Situation: Von f : R — R sind nur f(¢;) und eventuell Ableitungen f()(¢;)
bekannt. f.t; € R, 0 <i <n.

Problem: Was ist eine verniinftige Approximation an f(t) fiir ¢t & {¢1,...,tn}?
Anwendung:

e Logarithmentafeln (historisch)
e Computergrafik (Reprisentation geometrischer Objekte)

— CAD
- CAM

Aufgabe: Konstruiere ¢ : R — R einfach (z.B. Linearkombinationen von stiick-
weisen Polynomen, Exponentialfunktionen oder rationalen Funktionen), die ent-
weder

O (t;) = F9 (8) (Interpolation)

oder
[l — fl “klein” (Approximation)

erfiillt. ¢; heifen Knoten oder Stiitzstellen, fU)(t;) heiBen Stiitzwerte.
f(t)

Interpolation

Lt .
R ~
-z - R
ke
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6.1 Polynominterpolation

Gegeben:
fi=ft),i=0,....ntg <t <---<t,

Gesucht: D € II,, = {Polynome vom Grad n} mit

Satz 6.1. (t;, fi)) €ER*, 0<i<nmitt; #t;Vje{0,...,n}\{i}
= Es gibt genau ein P = P(f|to,...,t,) € I, mit P(t;) = fi, i =0,...,n.

Beweis:  a) Eindeutigkeit: P,Q € II,, mit P(t;) = f; = Q(t;)
=>A=P—-Qe€ell,und A(t;) =0,i=0,...,n
=A=0

b) Existenz: IT,, = spann{1,¢,#2,...,#"} monomiale Basis

P(t) = ant™ + an_1t" 4+ - +ait +ap
P(tl) :fi,i:O,...,’fL

1 to 3 - t§
. . agp fo
oh : : . .
= : = :
Lo e/
1 ¢, t, --- t©
::VeR(n‘:rl)x(nJrl)

V heifit Vandermonde-Matrix
aus a) folgt N'(V,,) = {0}

1 ex. = (ao,...,an)t :Vn_l(f(),...,fn)t \/

=V,
Die Bestimmung von P(f|to,...,t,) aus obigem System ist zu aufwendig.

II,, = spann{Ly.0,..., Lnn}, Ln,; Lagrange-Basis bzgl. to, ...,y

n

t—1; 1 i=k
Luw) =11 ty — Z~’ Lna(te) = { 0 sonst
i

Jj=0
J#k

n
=>P= P(f|t07 .. 7tn) = kaLn,k(t)a denn
k=0
n
P(t;) = felni(t:) = f;, 0<i<n
k=0

Lemma 6.2 (Lemma von Aitken). (t;, fi) € R?, to < t; < --- < t,. Dann
qilt

(to =) P(fltr, -, tn)(t) = (tn = )P (flto, - -, tn1)(#)
to — tn,

P(flto, ..., tn)(t) =
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Beweis: Sei ¢ rechte Seite von oben = ¢ €11,

_(tn - tO)

fo = fo, analog op(t,) = fn
to — tn

p(to) =
Seil<i<n-1
olt;) = (to —t3) fi — (tn —t3) fi

to — tn
S 6.1
até ¢:P(f|t077t’n) \/

Sei t € R fest. Pi,k = P(f|ti,k,...,ti), 1 > k. Es ist Pi,O = fz und Pn,n =
P(flto,-..,tn)(t). Pnp 148t sich rekursiv berechnen.

=i

Schema von Neville

Pi70:fi7i:07"'7n
(ticke — )Py 1 — (b — t)Pi_1 k-1

Fi ti—gp — 1t
t—t; .
=Pj1+——Pip—1—Pip-1), 1>k
ti —ti—k

fo = Py

Ny
fi = Py - Py

Ny
Ny N\ N\
fn—l = Pn—l,O — — Pn—17n—1

Ny Ny

fn = Pn,O — Pn,l - Pn7n—1 — Pn,n

Satz 6.3. Sei f € C" " (a,b),a <ty < - <t, <b.
Fiir t € [a,b] gibt es ein 7 = 7(t) €la,b[, so daf

(n-1)(y
70 = P(fla, - )0 = Lt

mit w = [[;—,(t — t;) ist Newton-Polynom.
Beweis: Sei t € {to,...,tn}
F(z) := f(x) — P(flto,-.-,tn)(x) — k- w(x)
k = k(t) sei so bestimmt, daf} F(t) = 0.
=F(t;)=0,i=0,...,nund F(t) =0
=F hat n + 2 Nullstellen

=F" hat n + 1 Nullstellen
=F" hat n Nullstellen

= F(™*1) hat mindestens eine Nullstelle, diese sei T



6 INTERPOLATION UND APPROXIMATION 29

Wegen P (flto, ..., t,) = 0 folgt

0=F"(r) = fOFU(7) — k- (n +1)!

————
w(n+1)
S (r)
k=——-+
- (n+1)!
Korollar 6.4.
|F 0 (1)
F=P(flto, .- tn)lloc < sup = [Jwl[oo
I = PUSltos-ostlle < sup K o

Fiir festes n hingt der Fehler noch von w ab, das heiffit von der Lage der Stiitz-
stellen.

Satz von Faber. Zu jeder Folge {t(()n), .. ,té")}neN von Knoten in [a,b] exi-
stiert ein f € (a,b) so, daf8

P(fIts™, ... 1)

nicht gleichmdssig gegen f konvergiert fiir n — oo.

6.2 Splines und Splineinterpolation
Nachteile der Polynominterpolation:

e starke Oszillation (bei hoher Knotenzahl)

e keine Konvergenz

Wunsch: Die Interpolation sei glatt und durchlaufe die Stiitzstellen ohne starke
Ostzillation

Definition 6.5. Sei A = {tg,...,#;+1} ein Gitter von [+ 2 Knoten mit a = ¢y <
t1 < --- < tig1 = b. Ein Spline der Ordnung k beziiglich A ist eine Funktion
s € C*=2[a, b] mit

s

(titiaa] = P 0= 0,...,n

wobei p; € II;_4 ist.
Sk,a : Raum aller Splines der Ordnung k beziiglich A. Es gilt II;,_4 |[a ] C Sk,A.
Abgebrochene Potenzen vom Grad &:

ok [ =tk fiir t >t
(t—ti)y = { 0 sonst

Satz 6.6.
B = {17t7t27 cee 7t(k71)7 (t - tl)ﬁ-_la (t - t2)§-_17 te (t - tl)gf_l}
ist eine Basis von Si a. Insbesondere gilt

dim Sy A =k +1

Die Basis B ist fiir numerische Anwendungen nicht geeignet.
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Spline-Interpolation

Interpoliere f : R — R beziiglich A = {to,...,¢4+1} durch einen Spline aus
Sk,A-
k = 2 : lineare Spline

dimSQ7A =2+1= ﬁ{tO:---atl—H}

to t; ty t3

In den Anwendungen (CAD, CAM) spielen kubische Splines der Ordnung 4
(Ordnung=Grad+1) jedoch eine gewichtige Rolle.
Ab jetzt: k=4

Sia C C*a,b]

dim Sy A — fKnoten =1+ 4 — (1 +2) =2

= 2 Freiheitsgrade bleiben durch die Interpolationsbedingungen unbestimmt.
Forderung: Der interpolierende kubische Spline minimiere die Kriimmung unter
allen interpolierenden C'?-Funktionen.

Seiy: [a,b] > R, yeC?:

k(t) = L)l Kriimmung
(n+y'()*)2

+ Radius des Kriimmungskreises an (t,y(t)).

k=0 fur Gerade

Fiir |y'(t)] < 1 gilt k(&) ~ y" ()

= Y )2, = / g (0%t = (4", y") 1o
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Satz 6.7. s € Sy A interpoliere f in den Knoten A = {to,...,t1+1}.
Seiy € C%(a,b) eine beliebige andere Funktion die f interpoliert in A so, daf

(1) (y' (1) — s (D) =) =0

ist. Dann gilt
15" 122 < Ily" Iz

Beweis:
19" 1F 2 (a,0) = Is” + (4" = 8”172
b
=542 [ s = M = s
—_——
— ~ d >0 falls A=0
=:A
> [|s"][7-
, b
A=s"(y'=s)| - / s""(y' — s')dt partielle Integration
w—/ a a
0 nach Vor.
s ist stiickweise konstant auf |¢;,t;41[, ¢ =0,...,1.

s"'(t) = d; Yt €]ti, tiva], i =0,...,1

l

l tit1
sA=-Yd [ - a=-Y o)
i=0 ti

H =0

tiv1
t; =0

dann y(t;) = f(t;) = s(t;), i =0,...,1+1 /.

Korollar 6.8. s € Sy A interpoliere f beziiglich A = {to, ..., t141}. Auferdem
erfillle s noch eine der folgenden Randbedingungen:

i) s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b) (vollstindige Spline-Interpolation)
ii) s"(a) = s"(b) =0 (natirliche Spline-Interpolation)
iii) falls f periodisch mit Periode b — a:
s'(a) = 5'(b), 5" (a) = 5" (D)
(periodische Spline-Interpolation)

Dann ist s eindeutig bestimmt. Fiir jede andere interpolierende Funktion y €
C?(a,b), die im Falle von i) und iii) denselben Randbedingungen gendigt, gilt
ferner:

15" | 22(asb) < I1Y" I L2(a.)

Satz 6.9. Sei s € Sy A der vollstindig interpolierende Spline der Funktion
f € C*(a,b) beziiglich A = {tg,...,t;+1}. Dann gilt

1f = slloo < s2h "1Vl

mit h = maXxop<i<i |ti+1 — ti|.



6 INTERPOLATION UND APPROXIMATION 32

Berechnung der interpolierenden Spline
A=A{ty,...,tip1},a=to <ty < - <tiy1 =0
s € Sy interpoliert f: s(t;) = f(t;) = f;,7=0,...,0+1
hjyr =tjp1 —t;, Mj =s"(t;), 7=0,...,l+1 (Momente des Splines)

Aus den Momenten kann der Spline rekonstruiert werden.

sj = S|[t]- o] € M = s = su|[tj ta] € II; (affine lineare Funktion)
uj_l . . IJj+2
. I+
uj S”
S’ g’ |
-1 |
I I I I
t]—l tj 1:j+1 j+2
tig1 —1 t—1
= §"(t) = 2F + M;
0= " hin
Integration liefert:
tiv1 —t)? (t—1t;)?
(¢ :—M-(JL M ~———2— + A 6.1
SJ( ) J 2hj+1 + Jj+1 2hj+1 + J ( )
tiv1 —1)3 t—t;)?
s;(t) = Mj@ + Mj+1g +Aj(t—t;) + Bj
6h i1 6hj+1

fiir Integrationskonstanten A;, B;.
Es gelten:

h2
fi = s(t;) = M JGH + Bj
B,
firr = s(tjp) = Mj+1]T + Ajhj1 +Bj, j=0,...,1

2
= Bj = f]‘ — MJ%
A = fivifi _ hin M (6.2)
i= T T e (M — M)

s; hat nun die Darstellung

si(t) =aj +Bi(t—t;) +v;(t —t;)> +;(t—t;)% i =0,...,1
(Taylor-Entwicklung von s; um t;)
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= a; =s;i(t;) = f;

(6.1) _ h
Bj = sj(tj)
_fivi— 2Mg +Mj+1 _
= - hji1
hjt 6
v = 385 (t;) = 5M;
8 = 555 (t;) = 5(s")'(t;)
1 Mj — M
hjt1
Damit ist s durch M; und f; vollstdndig bestimmt.
Die M; erhalten wir aus
si_1(t5) = si(t;) (6.3)
(ti1 =) (t =1
6.1) und (6.2) = s(t) = —M;~L—— + M1 —2—
(6:1) und (6:2) = (1) = =My =5 4 My S
o R )
+ f“}‘llﬂ fi _ Jﬁ“ (M1 — M), j=0,...,1
j
fi—fim h;
= s, (t;) = h]] BJM + 6ij 1
o —f h o hig
= s (¢ :fﬁ-l f]_ I+ ape DALy
85(t;) I 3 i 3 it

hj + hy h
CRECESN AL Vi
3 6
dmnli it him sy (e
hjt1 h;

Das sind I Bedingungen fiir die [ +2 Unbekannten My, ..., M;11. Je zwel weitere
Bedingungen erhalten wir aus Korollar 6.8.

h.
(63) = M1 +

i) wollstindige Spline-Interpolation
s'(a) = f'(a) = fo
s'(b) = f'(b) = fia

h
= sh(a) = —M07+ flhlfo - Fl(M1 — M) = f!

hy hy fi—fo
— My + —M —_
= 3 Mo + 6 1= hy fo
analog;:
hl+1 hl+1 ' fl+1 i
M; + —— M,
s Mt —— M= = fiq1 — I

ii) natirliche Spline-Interpolation
s"(a) =s"(b) =0
=My =M1 =0
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Fithren wir die Abkiirzungen
hiiy hs
)\.:L, M=
J hj + hj+1 M J hj + hj+1

dy = —2 <fj“,_fj—fj_fM),j:l,...,l
hj + hjs1 hjt1 h;

sowie

ein, dann wird aus (6.4)
pj - My +2M; + XM =d;, j=1,...,1

Definieren wir zusitzlich

im Fall i)
=1
_ 6 fl - fO i
do = I < I fo
i1 =1
6 frer — fz)
diyy = —— (g1, =1 =1t
= g <fl+1 hiet
im Fall ii)

M =dy=0
pip1 =di41 =0

dann erhalten wir das Gleichungssystem:
2 X
p - -0 M do

My diy1

M1 2

'

Ay

A; ist regulédr (kubische Spline-Interpolation ist eindeutig). Auflerdem gilt A; >

Ait+pi=1
= A, ist diagonaldominant
= L R-Zerlegung ist stabil

6.3 Freiformkurven, Beziertechnik
Anwendung:

e Entwurf am Computer (CAD)
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e Geometrische Aspekte einer Kurve spielen eine entscheidende Rolle.

Zentrale Frage: Welche Parameter beeinfluflen die Gestalt einer Kurve?
P: [a,b] PR ist polynomiale Kurve vom Grad n, falls

P(t) = a;t' mit a; €R?, a, #0
i=0
¢ ist die Menge aller polynomialen Kurven im R? vom Grad n.
Bernstein-Polynome
@ : [a,b] = [0,1]
t —
o(t) = ﬁ bijektiv

Definition 6.10. Das i-te Bernstein-Polynom B? € II! beziiglich [0, 1] ist
definiert durch

B(\) := (”) (1 =M™\, i=0,...,n
i
B!(-;a,b), das i-te Bernstein-Polynom beziiglich [a, b], ist definiert durch
Bt a,b) = B (o(t)) = —— (") (t = a)ib— )", i =0,....n
K3 ) ) 2 (b _ a)n Z' ) ) )

Es gilt:

Satz 6.11. FEs gelten folgende Aussagen:
1. X =0 ist i-fache Nullstelle von B}
2. A =1ist (n —i)-fache Nullstelle von B
8. BPON) = Bp_,(1-))
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4 (1=NBg(\) = By '(\), ABR(N) = B (V)

5. BPO) 20, A€ 0,1), X, B = 1

6. BY hat in [0,1] genau ein Mazimum, und zwar bei A = %
7. BMA) =X-B M)+ (1= NBF A VAER, i=1,...,n
8. {Bg,...,B"} ist Basis von I},

Analoge Aussagen gelten fiir B;(i;a,b). Die Mazima liegen bei a + L (b — a).

n

n
P el = P(t) =Y biB}'(ta,b), b € R?

=0
b; Kontroll-/Bezier-Punkte von P
Der Streckenzug by, b1, ..., b, im R? heifit Bezier-Polygon.

b
b1 2

b

Eine Menge K C R? heifit konvex, falls gilt:

z,yeK=>p-z+(1—pye KVuel0,1]

konvex nicht konvex
Sei A C R? beliebig:
co(4) = ﬂ{B C ]Rd|B konvex, A C B}
co(A) heiflt konvere Hiille von A.
Satz 6.12. P =" b;B"(;;a,b) € 112

= P(t) € co({bg,-..,bn}) Vt € [a, D]

36
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Definition 6.13. Zu P = Z b;B}' definieren wir Teilpolynome bk € Hk, 1=
0,...,n—k durch

b¥(t;a,b) = me (£ a,b)

d.h. b¥ wird durch die Bezierpunkte b;, ..., b;; definiert. (b = b;)
Satz 6.14. Sei P =Y.  b;B"(-;a,b)

= PW(t) = bi " _'k)!Akbg’k(t), E=0,...,n
AbF =bk  — b AP = AN E=1,...,n
Beispiel:
AT = A(BE, —bE) = by — 20, + 1)
Folgerung:
P®)(q) = L - A
b—a (n - k)
|
POb) = 1 b
speziell:

P(a) = by, P(b) = b,
P'(a) = n(bi — bo), P'(b) = n(bn — bn_1)
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Siehe 2.B.

http://i33www.ira.uka.de/
applets/mocca/html/noplugin/inhalt.html

Algorithmus von Casteljau
e schnelle Approximation von P(t)

e Approximation von {P(t)|t € [a,b]} durch Polygonziige
(“Konstruktion von P”)

Lemma 6.15. Die Teilpolynome erfiillen
b (1) = (1 — ()b~ (8) + (D (1)
firk=0,....n;i=0,...,n—k.
Bemerkung: Fiir b¥ bzgl. [0,1] gilt natiirlich ¢(¢) = t.
Wegen b?(t) = b; kénnen wir P(t) aus {bo, .. .,b,} berechnen:

bO

b0 1—¢(t) bl

n—1 n—1

o(t) o(t)

hS
W, 3 b, TS e,
b2
S

v - - b2 o ot

o(t)

S N N\
R R L Y )
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7 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Die DFT D,, : C* — C" ist definiert durch:

n—1
(Dnf)j =2 frwy*
k=0

.2m
mit w, = e'n = cos(2X) +1i-sin(2r). i = -1
Bemerkung: In diesem Abschnitt beginnt der Index von Vektoren und Matrizen
bei 0.

Matrix-Darstellung

1 1 1
]_ wo_l . w;(n_l)
_ 1
Dn —n .
1 w;(n—l) w;(n—l)(n—l)
Satz 7.1.
D=l =nD,
n—1
= f=D,'"Dpf = (Dnf)jw;
7j=0
mit wj = (1, wﬁ;,wfbj, . ,wgnfl)j)

Mit j nimmt die Anzahl der Oszillationen (Vorzeichenwechsel) zu, das heifit die
Frequenz erhoht sich.

Interpretation: (D, f); mifit, wie stark die Schwingung w; in f enthalten ist.
Die DFT fiihrt eine Spektralanalyse durch. Die DFT ist zentral fiir die moderne
Kommunikations- und Nachrichtentechnik, z.B. zur Bildkompression (JPEG).

FFT

Die direkte Auswertung von D, f erfordert n? komplexe Multiplikationen. Wir
werden D,, faktorisieren:

Dnp=2LA,.. .. AP} firn=2"

P,, Permutation, A; € C**™: 2 Eintrége pro Zeile # 0. Auswertung von D, f
P

—~
tiber Faktorisierung: n - log, n komplexe Multiplikationen.
Sei D,, =n - D,. Betrachte n = 4:

1 1 1 1 1 0 0 0
Dy = 1 —-i -1 i _— 0 010
1 -1 1 -1}’ 01 00
1 i -1 —i 0 0 01
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m4 ist eine Permutation, die zuerst die geraden und dann die ungeraden Indizes
anordnet.

Vo Vo
R AT B
i v ] |
V3 U3
11 ‘ 11
< 1 —1|—i i < 11
Dom= |17 ’D2_<1 —1>
1 -1 i —i
< L Q Dy 0 ;
Dy = . < - 1
. (12 Q) (0 D2) nt (7.1)

mit Iy = diag(1,...,1) € P> Qy = (é i)l> = diag(1,w; ).

Die allgemeine Version von (7.1) driickt D,, durch D~% aus.
m: C* = C", n=2m
w=1Vew=Va Voo, Vi, .., Vaot)

.2
Satz 7.2. Sein = 2m und Q,, = diag (l,wgl w2 ...,w;(n_l)) Wy =¢€'n .,

sWn

Dann gilt
- Dy | QnDm L | Qu Dy, 0
Dn Ty — =~ =~ = ~
Dm | _Qm m Im Qm 0 Dm

Die Matrizen B,, = (Im _Qé”

Im m

RN

D
) heiffen “Butterfly”-Matrizen.

Satz 7.3 (Cooley-Tuckey-Basis - 2. Faktorisierung). Sei n = 2P. Dann
15t

D,=AP ... .APp: (7.2)
) P, 0
mit P2 = 127 P’n, =Ty ( 76/2 Pn/2> .
B2j 0
A; = blockdiag(Bs;j, ..., Bi) =
—_————

293 Blécke 0 By;
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Bsy; Butterfly-Matriz, j =1,...,p.
Die Realisierung von Dy, f basierend auf (7.2) heifit Cooley-Tuckey-Algorithmus.

Aspekte des CT-Algorithmus
2 Phasen:

(a) Permutationsphase (f = P! f)
(b) Multiplikationsphase (f = Ap - Ap—1 -+ A1 f)

(a) Permutationsphase:

P8tf: (f07f47f27f67f17f57f37f7)t
Plsf = (fo, fs f1, iag/ , f2, f10, fe, f1a, f1, fo, \fi/ , fis, i1, fro fis)!

1210=11002 510=0101>
310=00115 1010=10102

Satz 7.4. Sein = 2P. Die Funktion r, = {0,...,n—1} - {0,...,n —1}
sei definiert durch

(PEf)k = frok), k=0,...,n—1
Dann gilt
P (20 by 1 2P 2by ot +2by+bg) = 2P Do +2P 2by +- - +2b, 2 +bp 1
firb; € {0,1}, j =0,...,p— 1. Deshalb heif§it P, Bitspiegelung.

(b) Multiplikationsphase:
B; Butterfly-Matrix der Ordnung [ = 2l,:

Yo 20+ Q2
=Bz & = *
Y : (yn> <Z0 - Ql*zn>

. Z
mit y= (z())a z= (2,0)) Yo, Yn, 20, 2n € (Cl* .
n n

Wir betrachten nun die Anwendung von Ag.p ) auf z € C.
Yy = A;p)a: S Ypr =By 1 =29, r =27
mit Y, 21 € 7.

Zo e X e "I"(Tfl)l

(CUH-r)j,k = Tkl+j> Tl4+r =

Ty—1 -+ T2q-1 " Tri—1
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CT-Algorithmus
feC", n=2° f=1LP!lf (Bitspiegelung)

for j=1,...,p
{ .
1=2,r=1/2,1,=1/2
for ¢q=0,...,l, -1
{
w = cos(2mq/1) —i-sin(2mq/l)
for k=0,...,r—1
{
T=w- friyjti.
Jrivjrr. = foirj +7
foo = frej —7

}
}
}

Aufwand (ohne Berechnung von w, ohne reelle Multiplikation):

inlog, n komplexe Multiplikationen

8 Numerische Quadratur

Ziel: Berechnung des Riemann-Integrals

b
1(f) = I°(f) = / f(z)de,

wenn keine Stammfunktion bekannt ist. Die zahlenméBige Bestimmung von I(f)
heifit numerische Integration oder numerische Quadratur.

Quadraturformeln

I: C(a,b) = R, f I(f) ist eine positive Linearform.

linear:
Iaf +Bg)=a-I(f)+B-1(g) Vf,g € Cla,b), a, B €R

positiv:
f20=1(f)>0

additiv: Sei 7 € [a,b]:
I(f) = I;(f) + I2(f)
Ziel der numerischen Quadratur ist die Konstruktion positiver Linearformen

I:Cla,b) > R, f+s I(f) mit

A

I(f) — I(f) “Klein”
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Beispiel: f stetig:

&t ty t, ty t, ts=b
Zerlege [a,b] in n Teilintervalle [t;,t;41],1=10,...,n—1mita =ty < t; < ---
t, =b:
n—1
In(f) = B(f(ts) + f(tign)), hi = tig1 — s
=0

I,(f) heiBt Trapezsumme.

RM(f Z hi- min _f(¢t) Riemannsche Untersumme
tE[tz 7tl+1]
R (f) Z hi - emax f(t) Riemannsche Obersumme

Sei h = max{h;}.

RP(f) < L(f) < RV

lh =0 lh =0
I(f) I(f)
= ( %ﬂo) L.(f) = I(f)

43

<

Definition 8.1. Eine Quadraturformel I zur Berechnung von f; f(z)dz hat

die Form:

=(b—a) Z i f ()

mit den Knoten fo,...,t, und den Gewichten X, ..., \,, wobei Y ;" ;\;

ist. Es gelten:
e I(1) =b—a =I(1) (konstante Funktionen werden exakt integriert)

o [ positive X\ >0;i=0,...,n

=1
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Newton-Cotes-Formeln
R b
L.(f) ;:/ P(fltos .- ta)(B)dt, a =ty <t <--- <ty =b

P(flto,.. ta) =Y f(t:)L
i=0

Ly, ; sind die Lagrange-Polynome zu to, ..., %,.

I( b_a Zba/ nz dtf )

1=0 ,
=iAn,i
An,; héngen von den Knoten ab. fn ist exakt fiir Polynome bis zum Grad n:

i(P)=I1(P) VP €I,

Lemma 8.2. Zu n+ 1 paarweise verschiedenen Knoten tg,...,t, gibt es genau

eine Quadraturformel
H=0-a)Y Nf(t)
i=0

die fiir alle P € II,, exakt ist.

Beweis: Die Existenz haben wir oben gezeigt.
Eindeutigkeit: L,, ; Lagrange-Polynome zu ty,...,%,.

Bei dquidistanten Knoten t; = a +ih; i = 0,...,n, h = =2
konstruierten Quadraturformeln Newton-Cotes-Formeln. Thre Gewichte sind

/Ht—t

:%/nﬁg_]ds [Subst.: s = (t — a)/h]
0 i

=0 v
JF#i
= >‘7L7i 0
n | Gewichte Fehler Namen
1 i1 gf”( T) Trapezregel
2 144 B2 f@(r)  Simpson-Regel/Keplersche FaBregel
3 1831 3h5f(4)( ) Newtonsche 2-Regel

7 32 12 32 7 8h76 :
4| L 321252 1 945f()() Milne-Regel

Fiir n < 7 sind die Gewichte positiv.
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Lemma 8.3. Sei f € C%(a,b). Dann gilt fir die Trapezregel

T(f) = 52(f(a) + (b))
die Fehlerdarstellung

fiir ein T € [a,b].
Beweis: Sei P = P(f|a,b) € I
f&)=P@)+ 3f"(r(t)) - (t—a)(t —b) (Satz 6.3)

b
= I(f)=1(P) + %/ f(r(0) -t —a)(t —b)dt

b
:T(f)+%f”(£)/ (t—b)(t—a)dt (MWS d. 1)
b

(b—a)®
G

_ 33
& T(H)~1(f) =13 "©) v
Mittelwertsatz der Integralrechnung. Seien f,¢ stetig, ¢ > 0 (oder ¢ <

0):
- [  fl@ple)de = £(6)- / " ()
fiir ein £ € [a,b].
Lemma 8.4 (Die Keplersche Fafiregel).
S(f) = 552 (f(a) + 4F(2£2) + (1)
ist auch fiir Polynome vom Grad 3 exakt. Fiir f € C*(a,b) gilt mit h = (b—a)/2:

_ W)
st -1y =152 w
Beweis: Sei @ € II3 beliebig. Sei
P = P(Qla,%t2,b) € 10,
= Q(t) = P(t) + Qm(g (®) (t—a)(t — L)t —b) (Satz 6.3)
W—/\ ~~
~y=const. =w(t)
b b b
= | Q)ydt= | P@)dt+vy [ w(t)dt
[, =[P |
=5(Q)
b 1
/ w(t)dt = K(a, b)/ (z—1)z(z + 1)dz  |Subst.: z = 2=a=b
a -1

-~

=0

b
= / Qt)dt = S(Q)¥Q Ty
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Zusammengesetzte Formeln

Lemma 8.5. Seien h=(b—a)/n,n €N, t; =a+1ih,i=0,...

die Trapezsumme

T() = h- (%(f(a) HIO)+Y f(n))

fiir f € C?(a,b) den Fehler

fiir ein T € (a,b).
Beweis: T; = L(f(t;) + f(tit1)) (Trapezregel bzgl. [t;,ti11])

n—1
T =S T,
=0
b n—1 tit1
v - [ swar=3 (- [ feie)
a i—=0 t
n—1
[Lemma 8.3] ’f—;f”(n)
=0
_ b— a’)h2 = "
= 12 L v f (Ti)

a T b
n—1
- mpy < L. ") < an
min f (t) <L ;f () < max f (t)

Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen gilt:

ar € (a, :%Z

46

,n. Dann hat

Seien n gerade und S; die zusammengesetzte Simpson-Regel bzgl. [tai, tai12],

i=0,...,2 -1

S(hy =" Si= > 2 (f(ta) +4f (t2ix1) + f(t2i42))

= g_[f(a)+4}(a+h)+2f(a+2h)+---
«4+2f(b—2h) +4f(b—h) + f(b)]
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b
S(h) — / f(z)dz = blgoah‘*f(“) (€) fiir ein € € (a,b), f € C*(a,b)

Gauf3-Quadratur

I(f) = f; f(@)w(z)dz, w(z) > 0 stetig, fab z*w(z)dr < oo Vk € N. a = —0
und / oder b = oo ist zugelassen.
Ziel: Quadraturformeln

fn(f) = Z )\n,if(Tn,i)
=0

die Polynome moglichst hohen Grades exakt integrieren.
Freiheitsgrade: n + 1 Gewichte + n + 1 Stiitzstellen.
Hoffnung: Es gibt I, mit I,,(p) = I(f) Vp € Mapy1.

Lemma 8.6. Sei I,, exakt fiir alle p € apy1. Dann gilt fiir

Prt1(t) = (t — 7n,0)(t — Tny1) - (= Toyn)

die Orthogonalitdtsrelation

b
/ 4B (Du(t)dt = 0¥q € TI,,

Beweis: q(t)pn+1(t) € Mapt

b n =0 Vi
= [ Op OO =3 it oo (7]
@ i=0
—0

Folgerung: pn4+1 steht senkrecht auf IT,, bzgl. des Skalarprodukts

b
o) = / Fg(tyw(t)dt

Konstruiere daher {pi}ren,, pr € i, die Orthogonalpolynome bzgl. w sind,

d.h.
(PrsPr ) w, k=j

(pkapj>w = { 0, k#j

Satz 8.7. Zu jedem Gewicht w von oben gilt es eindeutig bestimmte Orthogo-
nalpolynome {pi}ren,, px € Ui mit fiihrendem Koeffizienten 1, d.h. p(t) =
th + ap_1t*71 + ... zu finden. Sie geniigen der Rekursion

pr(t) = (t — ar)pr—1(t) + bepe—2(t), k=1,2,...
mit p_1 =0 und pg = 1 und

= (tPr—1,Pk—1)w _ APr—1,Pr=1)w
ak - 1 bk - -
(Pk—1,Pk—1)w (Pk—2, Pk—2)w
Satz 8.8. Seien {pi}r die Orthogonalpolynome von oben bzgl. w. Dann hat py
genau k einfache Nullstellen in ]a, .
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Lemma 8.9. Seien Tpy, ..., Tnn die Nullstellen des (n + 1)-ten Orthodonalpo-
lynoms bzgl. w. Dann gilt fiir fn(f) =3 o Anif (Tnyi):

I,(f) ist exakt auf 11, & I, ist exakt auf Moy 1.

Seien L, ; die Lagrange-Polynome bzgl. Ty, 0,...,Tnn

b
= A = / W(t) L i ()t
Lemma 8.10. A, ; >0Vi€ {0,...,n}.

= fn ist positive Linearform

Die so konstruierten Quadraturformeln heiflen Gauf-Formeln zur Gewichtsfunk-

tion w.
§em2)(r)

/ F(Hw(t)dt — I, (f):(pk+1,pk+1)wm

Beispiel: a=-1,b=1, w = 1. {pg}1, sind die Legendre-Polynome

po=1,pi(t) =t po(t) =t — %

= {_\/g, 0, \/g} sind die Nullstellen von ps.
L2,0(t) = %t(t — %) = A2,0 — %
Lo (t) = —(3¢* = 1) =X =3
Loa(t) = §t(t +1/3) =>Xp2=2
Bb(f) = 2F(—/D) + 370) + 37,/2)
exakt auf ITs.
1
/f bT/ fla+ 52 (b—a))dt, —0o < a < b< oo
-1

(- ENDE :-)



